
Seria 2

Rachunek prawdopodobie!stwa
Podstawowe definicje

Zadanie 1
Oblicz ca!k" Gaussowsk#:

I =
∫ +→

↑→
e
↑ωt2
dt.

Zadanie 2
Rozwa$ funkcj" Gamma, zdefiniowan# nast"puj#co

!(z) =
∫ →

0
t
z↑1
e
↑t
dt.

Udowodnij nast"puj#ce w!asno%ci:

a) !(z + 1) = z!(z),
b) !(1) = 1,
c) !(12) =

→
ω.

Zadanie 3
Wyprowad& wzór Stirlinga:

lnN ! ↑ N lnN ↓N, dla N ↔↗ .

Zadanie 4
Zak!adaj#c $e w sal" ’wiczeniow# o wymiarach 3↘ 5↘ 2 metrów wype!nia gaz doskona!y o ci%nieniu 1000hPa i

temperaturze 300K oblicz ile cz#steczek gazu znajduje si" w sali.

Zak!adaj#c $e po!o$enia cz#stek maj# rozk!ad równomierny i s# nieskorelowane (cz#stki nie oddzia!uj# i poruszaj#

si" niezale$nie) oszacuj jakie jest prawdopodobie(stwo, $e gdziekolwiek w sali znajdzie si" kostka o boku 1 mm

(obj"to%ci 1 mm
3
) w której liczba cz#stek odchyli si" od warto%ci oczekiwanej o wi"cej ni$ 0.1%.

Zadanie 5
Wyznacz warto%’ oczekiwan# ≃x⇐ i wariancj" ε

2
x zmiennej losowej o rozk!adzie normalnym (Gaussa):

ϑ(x) =
1→
2ωε
e
↑ω(x↑µ)2

.

Oblicz funkcj" charakterystyczn#:

ϖ(t) =
〈
e
t x〉

i u$yj jej do obliczenia kolejnych kumulant rozk!adu normalnego.

Zadanie 6
Wyznacz funkcj" charakterystyczn# oraz funkcj" generuj#c# dla rozk!adu Poissona o ustalonym ϱ:

P (x = k) =
ϱ
k

k!
e
↑ε

i u$yj ich do obliczenia kumulant rozk!adu.



Zadanie 7
Wyznacz warto%’ oczekiwan# ≃x⇐, wariancj" ε

2
x, funkcje charakterystyczne oraz funkcj" generuj#c# dla rozk!adu

dwumianowego o ustalonych N i p:

P (x = k) =

(
N

k

)

p
k(1↓ p)N↑k .

Zadanie 8
Oszacuj prawdopodobie(stwo, $e zmienna o rozk!adzie Gaussowskim b"dzie ró$ni!a si" od swojej warto%ci ocze-

kiwanej o wi"cej ni$ n odchyle( standardowych (dla n⇒ 1).

Zadanie 9
Rozwa$my dwuwymiarowy rozk!ad Gaussa o g"sto%ci prawdopodobie(stwa:

ϑ(x, y) = C e↑ωx
2↑ϑy2+ϖxy

.

Wyznacz sta!# normalizacyjn# C w funkcji ς, ϕ, ↼. Oblicz warto%ci oczekiwane: ≃x⇐, ≃y⇐, ≃x2⇐, ≃y2⇐. Oblicz ≃x y⇐
i u$yj do obliczenia wspó!czynnika korelacji mi"dzy x i y:

corrx,y =
≃x y⇐ ↓ ≃x⇐ ≃y⇐
εx εy

.

Zadanie 10
B!#dzenie losowe (3D) — Rozwa$ ruch cz#stki w trzech wymiarach jako sekwencj" N niezale$nych kroków o

d!ugo%ci l. Ka$dy krok tworzy k#t ↽ z osi# z, z g"sto%ci# prawdopodobie(stwa p(↽) = 2ϱ cos
2 (↽/2). Natomiast k#t

⇀ ma rozk!ad jednorodny z warto%ciami pomi"dzy 0 a 2ω. Cz#stka startuje w pocz#tku uk!adu. Po N krokach

wyznacz nast"puj#ce warto%ci oczekiwane: ≃z⇐, ≃x⇐, ≃y⇐, ≃z2⇐, ≃x2⇐ i ≃y2⇐, a tak$e kowariancje ≃xy⇐, ≃xz⇐ i ≃yz⇐.


